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È°É ��©�³3¦�¯o�x§¬­?� �U�hµËÊ~�h¥h��­²���ÍÌxµ"­?�/�OÎÏ§¬¯3¯o�?Î9¯��Ð®j¯h«���¯o��Ñ3­?¦�¥Ò©�­²��µ"«��"§��|¯o��§�­?���h��µ"¯o¦�§¬«º¯o�Ó��«º¯oÎ��?�"���
Ô ­²§ É �L¯o�º��­²Î��²³t�º§Ë�~§¬��µ
¯o¦��¶§¬«��h­?¦�§¬�]¯h®$§ É ��®j¯h«�� xt ≤ xt ≤ xt

�ÍÕÖ§�­?¦�Ño¯h�²Ño�"��Ìxµ
­²�/�hÎÍµ
¯3©����h¦�©Ø×
µ
¯3©��"©�®j£�¦�µ"§�­?¯o¦��
��Ìxµ"­?�?�hÎ µ"¯x©���µ
¯o¦���­?�¶§¬�'¯O®&� �Oµ
«�¯h� Ô É ­²µ É µ
¯o¦�§¬«º¯o�D§ É ���º§¬�"���°¯h®&�
�hµ É �h�²¥o¯o«�­�§ É ��ÙS�©��"��µ
�"¦�§Ó���"§ É ¯x©�®j¯o«°Ú¨ÛoÜDÝ~Þ3ß9à
á Ô É ­?µ É ��¯h�²Ño�"�$§ É ��£�¦�µ"¯o¦��º§�«¬�h­²¦��
©�µ��O�����h¦�©��h¦�â�ã�� Ô ���O�?¥o¯o«º­²§ É �
®j¯o«�Ú¨ÛoÜ9Ý6Þ3ß9à
áÀä¨å Ô É ­?µ É ��¯o��Ño�"��§ É �1�¶§Ë�O§��1µ"¯o¦��º§�«¬�h­²¦��
©�µ��O���h�°�æ�º�"§Ó¯O®�×çµ"¯x©��"©|Ìxµ"­?�?�hÎ���«�­²��­�§¬­²Ñh�
��h«º�B£����"©|§¬¯�µ
¯h����£x§¬��§ É �[µ
¯o�¶§è®j£�¦�µ�§¬­?¯h¦|�h¦�©|­�§¬�Ó©��"«�­�Ñh�~§¬­²Ñh�
� Ô ­�§ É «º�
���9�
µ�§è§¬¯�§ É �[µ
¯o¦�§�«�¯o�n� È°É �µ
¯h¦¨§�«�¯o�9��«º¯oÎ��?�"����§¬¯1ÎL����¯o��Ño�"©��h«���µ
¯3©��
© ­?¦�Ì3µ
­?�?�hÎ]§ É «º¯o£�¥ É § É ��©��"éU¦�­²§¬­²¯o¦ ¯O®+������§'¯h®À®j£�¦�µ"§�­?¯o¦��
�h¦�©�§ É �'×�µ
¯3©�� Ô É ­?µ É µ
¯o����£�§��
�+§ É ��µ
¯h�º§��h¦�©�­²§¬�+©��"«�­�Ñh�~§¬­²Ñh�
�+µ��O¦��hµ"µ
�"���;§�¯°§ É �"���°Ì3µ
­?�?�hÎè®j£�¦�µ�§¬­?¯h¦Î�³�­?¦�§��
«�¦��h�?��³ µ
�h�?�²­?¦�¥]Ì3µ
­?�?�hÎ�­?¦�§��
«���«��"§��
«"�
È°É ­?�è§�¯x¯o�²ÎL¯���­?����éU«º�º§��º§��
��­?¦�©��"Ñh�
�²¯o��­?¦�¥����º�"§�¯h®A§¬¯3¯o�?�¤®j¯h«è©��"§��
«���­?¦�­?�º§�­?µ��h¦�©��º§¬¯3µ É �h�¶§¬­²µ

µ
¯h¦¨§�«�¯o��­?¦�Ìxµ"­?�/�OÎ���ÕÖ§�µ
¯o£��²©|ÎL�[­²����«�¯�Ño�"©|Î¨³|�h©�©�­²¦�¥�§¬«��h¦����?�O§¬­²¯o¦�®H�Oµ
­?�²­²§�­?�
�$¯h®�§ É ��Ìxµ
­²�/�hÎ µ"¯x©��
©
��«º¯oÎ��?�"����§¬¯|×êµ
¯3©��
©�®j£�¦�µ"§¬­²¯o¦ë®j¯h«1­²����«º¯�Ñx­²¦�¥�«�£�¦�¦�­?¦�¥ ��ì�µ
­?�"¦�µ"³h� �¤¦�©�í#��­²¦�µ
��§ É ��£����"«B�B£��¶§
��«º¯6Ñ3­²©���§ É � ©��"«�­�Ñh�~§¬­²Ñh�
�1¯h®°§ É ��®j£�¦�µ�§¬­?¯h¦�� Ô É ­²µ É ���9�
µ"­²®î³ É ­²����«º¯oÎ��?�"��í+§ É ��£���� ¯h®'§ É ��§¬¯3¯o�²ÎL¯��µ
¯h£��?©�Î9���º­?�����?­�éU�
© Î¨³��O©�©�­?¦�¥B§ É ���9¯o���º­?Î�­²�?­²§´³�§¬¯]©�­�ïÀ�"«��"¦¨§�­/�O§���Ìxµ
­²�/�hÎ�µ"¯x©��1�O£�§¬¯o���O§�­?µ��O�?�²³h�
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È°É �$Ú¨Û�ÜDÝ6Þ3ß9à�á ®j£�¦�µ�§¬­²¯o¦ �O­?�����O§A��¯o��Ñx­²¦�¥�©�­?�ºµ
«���§¬��§¬­²���°¯o�x§¬­?���h�xµ
¯o¦�§¬«º¯o�D��«�¯hÎ��?�"��� Ô ­²§ É �9¯o�º��­?Î��²³Î9¯o£�¦�©��vµ
¯o¦��º§¬«��h­?¦�§��v¯o¦�§ É ��µ
¯o¦�§�«�¯o���*Î�³��1©��
��µ"�
¦�§°���"§ É ¯x©À�#Ú¨Û�ÜDÝ6Þ3ß9à�á�­?¦�§ É ­²��µ��h�º� Ô ­?�²�UÎ�£�­²�?©��h¦� ¯h«¬�hµ"�?��� Ô É ­²µ É Ô ­²�?�ÀÎ9��©��"Ñh¯h§¬�"©�§�¯]§ É ��µ
¯o����£�§¬�O§¬­²¯o¦�¯h®S§ É ��¥h«¬�h©�­²�
¦�§�¯h®S§ É ��¯oÎ��º�
µ"§�­²Ñh��®j£�¦�µ"§�­?¯o¦��È°É �"¦�§ É ���º§Ë�O¦�©U�h«º©ÐÝ6Þxß9à
á���«�­²��­�§¬­²Ñh�[¯h®�Ìxµ"­?�/�OÎ Ô ­²�?�*�9�
«º®j¯h«��»��¥o«��h©�­²�
¦�§[�h�²¥o¯o«º­²§ É � £��º­?¦�¥�§ É ­²�� ¯h«¬�hµ"�?���¬�
� «�¯oÎ��²�
���'§¬¯]Î9���º¯o�²Ñh�
©��h«���¯h®S§ É ��®j¯h�?�?¯ Ô ­²¦�¥�§´³3�L�OÙ

min
u

J(x, u) =
T−1∑

0

L(xt, ut, t) + Φ(xT , T )
�¶���

ubt ≤ ut ≤ uht, t = 0, . . . T − 1
�n¸��

xt+1 = F (xt, ut, t), t ∈ {0, . . . , T − 1}, x0
¥h­²Ño�"¦ �n���

Ô É �"«�� Xt ∈ R
n �h¦�© u ∈ R

m ���D¯h«���¥o­�Ño�"¦ µ
¯h¦¨§�«�¯o��§�«¬���º�"µ"§�¯o«º³ (u0, . . . , uT−1)
í¨��­²¦�µ
�

x0
­²��Ê3¦�¯ Ô ¦Àí§ É �[©�³3¦U�h��­?µ
�¤µ��h¦|Î9�[£����"©|§¬¯�µ
¯h����£x§¬�B§ É �B�º§¬�O§¬�B§�«¬���º�"µ"§¬¯h«º³o� È°É £�� Ô �[µ
�h¦�µ
¯o¦���­?©��
«¤§ É �O§è§ É �ÑO�h�?£��B®j£�¦�µ"§�­?¯o¦

J
¯o¦��²³ ©��
�9�
¦�©���¯o¦

u
�H�h¦�© Ô ��� É �h�²�#¦�¯h§���­�§ Ĵ(u)

� � È°É £���§ É ��Ý6Þxß9à
á�®j£�¦�µ�§¬­²¯o¦
Ô ­?�²� É ��Ño�¤®j¯h«v��¥o­²Ñh�
¦��º�"§�¯h®SÌxµ"­?�/�OÎ�®j£�¦�µ"§¬­²¯o¦����H­n�½� L, F, Φ

�h¦�©�§ É �
­?«A©��"«�­²ÑO�O§�­²Ñh�
���#§¬¯1µ
¯o����£�§���§ É �
ÑO�h�?£��Ó®j£�¦�µ"§�­?¯o¦��h¦�©�­�§¬�°©��"«�­²ÑO�O§�­²Ñh���h���]®j£�¦�µ"§�­?¯o¦�©��"�L�"¦�©�­?¦�¥�¯h¦

u
¯o¦��²³h�

�êµ"�/�h�º��­?µ
�h� Ô ��³�§¬¯�µ
¯o����£�§��1§ É ��©��"«�­²ÑO�O§�­²Ñh�1¯h® Ĵ ­?��§¬¯ £������h¦|�h£x�x­²�?­/�O«º³ ÑO�h«º­/�hÎ��?��µ��h�²�?�"©�§ É ��h©��º¯h­?¦�§°�º§¬�O§¬�OíU¦U�h���
©
Λ
í Ô É ­?µ É µ��O¦�Î9�èµ
¯o����£�§��
©�¥o­�Ño�
¦��Bµ
¯h¦¨§�«�¯o�+�O¦�©�§ É ���h�º��¯3µ
­/�~§¬�
©��¶§Ë�O§��èÎ¨³��¯h�²Ñ3­?¦�¥]�]ÎU�hµËÊ Ô �h«�©��
±¨£U�O§�­?¯o¦ÀÙ







∀t ∈ {T − 1, . . . , 0}

ΛT−1 = (dΦ
dx

(xT ))′,

Λt−1 = (∂F
∂x

(ut, xt, t))
′Λt + (∂L

∂x
(ut, xt, t))

′.

� ¢ �

Õ´¦ § É �����
±¨£��"� ∂f

∂x

Ô ­²�?�+©��"¦�¯h§¬�B§ É �B���O§¬«º­�� Ô É ¯h��� (i, j)
�"¦�§¬«º³�­?� ∂fi

∂xj

�h¦�© Ô � Ô ­?�²�+©��
¦�¯O§¬�B§ É �
§¬«��h¦��º�L¯o�º��¯h®

x
�h�

x′ ��â��º­?¦�¥��h©��º¯o­?¦�§��º§¬�O§¬�è§ É ��©��
«º­²ÑO�O§¬­�Ño�"�°¯h® Ĵ µ
�h¦�Î9�èµ
¯h����£x§¬�
©��h�°®j¯o�²�?¯ Ô �
Ù
∂J

∂uk

= Λ′
k

∂F

∂u
(xk, uk, k) +

∂L

∂u
(xk, uk, k)

�! ��

Ô ��éU«º�º§$�º§¬�h«º§°§ É ����«�¯3¯h® Ô ­²§ É �h¦����O�º³��²�
��� �
" pxrtrtp�_$#&%�'

dxt ( %�'*)+%-,�.�/102'!34.�56.87�'*)+%:9;3<,�=�>?%�'@%	9;AB5DC;EF34=�,�G
{

dxk+1 = αkdxk + βkduk

dx0 = 0

�n���

C;5D9
G

92%*HI5J%K9LC�,M7N.�/O/<.�PQ,

G =
T−1∑

k=0

δkdxk + δT dxT

�4R;�

¸



� )+%�5��I3O5+' >?.�9;0 =�3O5�� 'O)+%:9;3<,�=�>?%�'8% ( C2=���P C;>K9 9;AB5DC;EF34=�,�G
{

yk−1 = α′
kyk + δ′k

yT−1 = δ′T ,

�n·��

G
=KC;5 ( %�>?%�PM> 3O'!'@%�5 C�,I7N.�/O/<.�PQ,

G =

T−1∑

k=0

(y′
kβkduk) .

�n¼��

�	��
�
�
��

G =

T−1∑

k=1

(δkdxk) + δT dxT =

T−1∑

k=1

(yk−1 − α′
kyk)

′dxk + δ′T dxT

=
T−1∑

k=1

(y′k−1dxk − y′kαkdxk) + δT dxT =
T−2∑

k=0

y′kdxk+1 −
T−1∑

k=1

y′kαkdxk + δT dxT

= y′0dx1
︸ ︷︷ ︸

y′
0β0du0

+

T−2∑

k=1

y′k (dxk+1 − αkdxk)
︸ ︷︷ ︸

βkduk

+−y′T−1αT−1dxT−1 + δT dxT
︸ ︷︷ ︸

y′
T−1(βT−1duT−1)

=
T−1∑

k=0

y′kβkduk

�

�J�]�º� �O�?�LÑO�h«º­/�O§�­?¯o¦ ¯h®#µ"¯o¦�§¬«�¯h� Ô ­?�²���?�
�h©�§¬¯]§ É �è®j¯o�²�?¯ Ô ­?¦�¥�µ
¯h�º§�ÑO�h«�­?�O§¬­²¯o¦

∆J = J(u + δu) − J(u)

=
∑T−1

t=0
∂L
∂x

(ut, xt, t)δxt + ∂L
∂u

(ut, xt, t)δut + dΦ
dx

(xT , T )δxT

�¶��� �

Ô É �"«�� δxt

­?�'§ É ����¯o�²£�§¬­²¯o¦�¯h®S§ É ���º³3�¶§¬�
�
{

δxt+1 = ∂F
∂x

(xt, ut, t)δxt + ∂F
∂u

(xt, ut)δut

δx0 = 0

�¶�o���

È°É ����«º�"Ñ3­?¯o£��$�²�
��� �[�O�����?­²�
©�§�¯]§ É ����«���Ñ3­?¯o£����"±3£��O§¬­²¯o¦���¥o­²Ñh�
�°§ É ��«º�
�º£��²§�£��º­?¦�¥�Ù

αk =
∂F

∂x
(xk, uk, k), k = 0, . . . , T − 1

βk =
∂F

∂u
(xk, uk, k), k = 0, . . . , T − 1

δk =
∂L

∂x
(xk, uk, k), k = 0, . . . , T − 1

δT =
∂Φ

∂x
(xT , T )

�
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� � Ô ­?�²�Uµ��h�²��
 >�3OEF3O' 3��;% �1®j£�¦�µ�§¬­²¯o¦ µ
�h�?�?�hÎ��?�'®j«º¯o� Ìxµ"­?�/�OÎ Î�£�§v¦�¯h§ Ô «�­�§�§¬�"¦ ­²¦�Ìxµ"­?�/�OÎ��?�h¦�¥o£U�O¥o�¤�O¦�©
Ô � Ô ­²�?�Àµ
�h�?� E C2=�>�. ��Ìxµ
­²�/�hÎ�µ"¯x©��"©�®j£�¦�µ"§�­?¯o¦��Ìx­?¦�µ
��§ É ��µ
¯o����£�§¬�O§¬­²¯o¦�¯h®#§ É �1©��
«�­�ÑO�O§¬­�Ño�
��¯h®

Ĵ
­²��±¨£�­�§¬�è§¬­²����µ"¯o¦���£���­²¦�¥ �O¦�©��º­?¦�µ"� Ô � Ô ­²�?�É ��Ño�$§¬¯�µ
¯o����£�§���­�§A���²¯h§A¯h®À§�­?���°­?¦]§ É �$µ
¯h£�«��º��¯h®��1©��"��µ"�
¦�§°�h�²¥o¯o«º­²§ É � Ô � É ��Ñh�¤µ É ¯o�º�
¦ §�¯ Ô «º­²§��§ É ��µ"¯o«�«º�
���9¯o¦�©�­?¦�¥�µ
¯3©��$­?¦ ×¤� È°É ��µ"¯o�º§��h¦�©�µ
¯o�¶§�©��"«�­�Ñh�~§¬­²Ñh�°µ
¯o����£�§¬�O§¬­²¯o¦ Ô ­?�²��ÎL�$�9�
«º®j¯h«����
©�Î¨³

�[��«�­²��­�§¬­�Ño�¤µ
�h�?�²�
©�Ú�Ý3å����3�
� �������¨Ú��Ëä~ß��hß����! �Ú�Ý3å"���$#&%'�)(�*�+
, ¯h§���§ É �O§�§ É �$®j£�¦�µ�§¬­?¯h¦�� Ô É ­?µ É µ É �h«¬�hµ�§¬�"«�­?ã"��§ É �¤¯o�x§¬­?���h��µ"¯o¦�§¬«º¯o�D��«�¯oÎ��?�
� ©�¯�¦�¯h§��h���9���O«v­²¦§ É �[µ��h�²�?­?¦�¥ ���"±¨£��
¦�µ"� ¯h®AÚ�Ý3å"���3�&Ú�Ý3å"�����L�"«º®j¯o«º���¤§ É �[µ
¯h����£x§Ë�O§�­?¯o¦�®j¯h«è��µ
£�«º«��
¦�§���«º¯oÎ��²�
� �O¦�©

Ô �1� É �h�?�À���
��­²¦��[¦�� �3§¤�U�O«¬�h¥o«��h� É�É ¯ Ô §�¯]���9�
µ
­�®î³��[µ
£�«º«��"¦¨§���«º¯oÎ��?�"���È°É � Ô É ¯o�?�èµ"¯o����£�§Ë�~§¬­?¯h¦�­?�°¯o«º¥��h¦�­²ã
�
©�­²¦�§ É ��� �Oµ
«�¯[Ú¨ÛoÜDÝ6Þxß9à
á
� %DÝ6Þ3ß'�)(�Ý6Þ3ß'�&-UÝ6Þ3ß'�)���!�oÚUÝ6Þ3ß.�. ¨Ú¨ÛoÜ9Ý~Þ3ß9à�á/#�0���12�ÖÞ�3Àà��4%�5/�&%�*6�&%.3'�)7�* � �Ëä~ßUÝ6Þ!�8+
Ô É ­?µ É ­?¦�­²§¬­?�h�?­²ã
�]§ É ��µ"£�«�«º�
¦�§ ��«�¯oÎ��²�
� £���­²¦�¥�§ É ���U�h«��h����§¬�"«��90Dí:1DíAÞ�3Là � Ô É ­²µ É �O«����º§�«�­?¦�¥

���O§¬«º­?µ
�"���v§ É �
¦�­²§��
«¬�~§¬���[©��
�ºµ
�"¦¨§����"§ É ¯x©�£��º­?¦�¥�Ý6Þxß9à
á��h¦�©�§ É ��¯o«¬�hµ"�?�Ó®j£�¦�µ"§¬­²¯o¦�Ú�Ýxå"���3�
Õ´¦�§ É �Ó× µ
¯3©��
©�®j£�¦�µ"§�­?¯o¦�Ú�Ý3å�����§ É �$®j£�¦�µ"§¬­²¯o¦�� Ô É ­?µ É µ É �h«��hµ"§��
«�­²ã
��§ É �$��«º¯oÎ��?�"�ê§¬¯1ÎL���º¯o�²Ñh�
©É ��Ño��µ��h¦�¯h¦�­?µ
�h�;¦��h���"�
���D¯h«�� ���O�����²�híD§ É ��©�­?�ºµ
«���§¬�B©x³x¦��h��­²µ
�$�"Ñh¯o�?£�§�­?¯o¦�­?�$¯oÎ�§Ë�O­?¦��"© Î�³�µ
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«�§�¯�§Ë�OÊh��­?¦�§�¯|�hµ
µ"¯o£�¦�§[�¶§Ë�O§���µ
¯o¦��º§¬«��h­?¦�§��B¯h®°§ É � ®j¯o«��
xt ≤ xt ≤ xt

­?¦t§ É ����«º¯oÎ��?�"���
���x�9¯o���"©�­²¦�§ É ����«���Ñ3­?¯o£����º�
µ"§�­?¯o¦�� Ô � Ô ­?�²��£������h£�¥o���"¦�§¬�
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� � Ô ­?�²��Î�«�­²�('�³����x�9¯o����§ É � ��£�¥o���
¦�§¬�"©Íª+�h¥o«¬�O¦�¥o­/�O¦�§��
µ É ¦�­²±¨£��
�B®j¯o«1���¶§Ë�h¦�©��h«�©Ò¯o�x§¬­?��­?ã
�O§¬­²¯o¦��«º¯oÎ��?�"���h¦�©�§ É �
¦ Ô � Ô ­?�²���h�����²³ ­²§°§¬¯]¯o�x§¬­?���h�9µ
¯o¦�§�«�¯o�&��«º¯oÎ��²�
��� Ô ­²§ É �¶§Ë�O§���µ"¯o¦��¶§¬«¬�O­?¦�§¬�"�Õ´¦�¯h«�©��"«�§�¯]��¯o��Ño�
min

u
J (u),

�¶�� ;�

Ô ­²§ É
u < u < u,

�¶�����
Ô �1­²¦¨§�«�¯3©�£�µ"�Ó§ É ���h�º��¯3µ
­/�~§¬�
©��h£�¥o���"¦�§¬�
©�ª+�h¥o«��h¦�¥o­?�h¦�Ù

Lc(u, p) = J (u) +
c

2
‖
��«º¯��

(R+)m

(

θ(u) +
p

c

)

‖2 −
1

2c
‖p‖2.

�¶��R��

Ô É �"«�� θ(u)
­²�'§ É �è®j¯o�²�?¯ Ô ­?¦�¥�®j£�¦�µ�§¬­?¯h¦

θ(u) =










u0 − u0

u0 − u0���
up−1 − up−1

up−1 − up−1










.
�¶��· �

p
­?�°§ É ��©�­?���
¦��º­?¯o¦�¯O®

u
�h¦�©�­?¦�§ É ­?�°µ��O���

θ(u)
­²�°¯h®;©�­?���
¦��º­?¯o¦

m = 2p
�
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©Ò§¬¯���¯o��Ño� § É ��ª+�h¥o«��h¦�¥o­?�h¦t��«�¯oÎ��²�
�»�h¦�© Ô � Ô ­²�?��£������h¦â�ã
� Ô ���h�?¥o¯h«�­²§ É � Ô É ¯o�º�1�¶§¬�
�����O«���©��
�ºµ
«º­?Î9�
©�­?¦�§Ë�hÎ��?�[�o�

¿Àb�p3qæ_ Õ´¦�­²§�­/�h�²­?ã
�
(u, p)Ô ­²§ É (u0, p0) � �h¦�© k
­?�°�º�"§�§¬¯]ã"�
«�¯�Ù

k = 0
�

¿Àb�p3qQk �º¯o�²Ñh�
minu

(
L(u, pk)

) í
�?�"§

uk Î9���[��¯o�²£�§¬­²¯o¦��
¿Àb�p3qQy £��9©U�O§��

p
�h�°®j¯o�?�²¯ Ô �"Ù

pk+1 =
(
1 − ρ

c

)
pk + ρ

c

��«º¯��
(R+)m

(
pk + cθ(uk+1)

)
.

¿Àb�p3q � ÕÖ®
‖uk+1 − uk‖ + ‖pk+1 − pk‖

­?�°�º� �O�?�À�"¦�¯o£�¥ É í
�º§¬¯h���"�?����¥o¯[§�¯��¶§¬�"� ¸x�

È �OÎ��?�[�oÙAâ$ã�� Ô �]�¤�²¥o¯o«º­²§ É �

, ¯h§��è§ É �O§°§ É �èµ
¯h¦¨Ñh�
«º¥o�
¦�µ"��¯h®S§ É �1â$ã�� Ô ���h�²¥o¯o«º­²§ É � ©��
�9�
¦�©��$¯o¦�§ É �èµ É ¯o­?µ"��¯h®;§ Ô ¯��U�h«¬�O���
�"§��
«º�

ρ
�h¦�©

c
�

•
È ¯]­?¦�µ"«��
�h���è§ É ���º�L�"�
©�¯h®�¥h«¬�h©�­²�
¦�§��º§��
���]¯h¦���µ��h¦�£��º�1�?�h«�¥o�

ρ
�h¦�©

c
�

• � £�§$��­²¦�­?��­?���O§¬­²¯o¦]�º§¬�"�|¸Bµ��O¦�Î9�
µ"¯o���è©�­²ì�µ
£���§°®j¯o«°�/�O«�¥o� c
�
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� � Ô �h¦�§�§¬¯���¯o��Ño�OÙ

min
u

J(x, u) =
T−1∑

0

L(xt, ut, t) + Φ(xT , T )
�¶��¼ �

ubt ≤ ut ≤ uht, t = 0, . . . T − 1
� ¸ � �

xt+1 = F (xt, ut, t), t ∈ {0, . . . , T − 1}, x0
� ¸x���

xt ≤ xt ≤ xt, t ∈ {0, . . . , T − 1}
¥o­²Ñh�
¦ �n¸o¸��

§Ë�OÊ3­²¦�¥]­?¦�§¬¯]�Oµ
µ
¯h£�¦�§¤�¶§Ë�O§���µ"¯o¦��¶§¬«¬�O­?¦�§¬�°§ É «�¯o£�¥ É �O£�¥o���
¦�§¬�"©�ª+�h¥o«��h¦�¥o­?�h¦ §��
µ É ¦�­²±¨£��
�"�
� � Ô ­²�?�;� É ¯ Ô É �
«º�]§ É �O§Ó§ É �[�º§��
�ë¸�¯h®vâ�ã
� Ô ���h�?¥h¯o«�­�§ É � µ
�h¦�ÎL�[� ����«��
�º���"©t­?¦ § É ­?�¤µ��h�º���O�

�h¦�£�¦�µ
¯h¦��º§�«¬�h­²¦��
© ¯h��§¬­²� �h�&µ"¯o¦�§¬«º¯o�;��«�¯oÎ��²�
��� � ���h���º¯xµ"­/�O§���§�¯�§ É ���¶§Ë�O§���µ
¯h¦��º§�«¬�h­²¦¨§
x ≤ x ≤ x§ É ��µ"¯o¦��¶§¬«¬�O­?¦�§°Ño�"µ"§¬¯h«$®j£�¦�µ"§¬­²¯o¦

θ(x)
Ù

θ(x) =










x0 − x0

x0 − x0���
xn−1 − xn−1

xn−1 − xn−1










.
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Ô É �"«�� n
­²� É �
«º��§ É �1�¶§Ë�O§��1©�­?���
¦��º­?¯o¦�� , ¯h§¬�è§ É �O§$��­?¦�µ
�

x
µ��O¦�Î9�1� �x��«��"�����"©��h�$�]®j£�¦�µ"§�­?¯o¦�¯h®

u
�

È°É �Ó�¶§Ë�O§��¤µ"¯o¦��º§�«¬�h­²¦�§�Ño�"µ"§�¯o«
θ(x)

µ
�h¦�Î9�¤µ"¯o¦���­²©��
«º�
©��h����®j£�¦�µ"§¬­²¯o¦�¯h®
u
� Ô É ­²µ É Ô ­?�?�UÎ9�¤©��
¦�¯h§��
©�h�²��¯

θ(u)
���

� ��©���éU¦���¦�¯ Ô § É ���h£�¥o���
¦�§¬�"©�ª+�h¥h«¬�h¦�¥h­/�h¦�­²¦�§ É ��£��º£U�h� Ô ��³9Ù

Lc(u, p) =

T−1∑

0

L(xt, ut, t) + Φ(xT , T ) +
c

2
‖
��«�¯��

(R+)m

(

θ(u) +
p

c

)

‖2 −
1

2c
‖p‖2,

È°É ­²�$� �x��«��"����­²¯o¦�µ��h¦�ÎL��©���Ño�"�?¯o�9�
©�£���­²¦�¥]§ É ��©���éU¦�­²§�­?¯o¦�¯O®
θ(u)

�h¦�©�§ É ­?�°�?�
�h©��'§�¯�Ù

Lc(u, p) =
T−1∑

0

(

L(xt, ut, t) +
c

2

(

max(0, xt − x +
p(2t)

c
)2

+ max(0, x − xt +
p(2t+1)

c
)2

)

−
1

2c
(p(2t) + p(2t+1))

)

+

(

Φ(xT , T ) +
c

2

(

max(0, xT − x +
p(2T )

c
)2

+ max(0, x − xT +
p(2T+1)

c
)2

)

−
1

2c
(p(2T ) + p(2T+1))

)

,
� ¸ ¢ �

Ô É ­²µ É µ
�h¦�Î9����­²�����²­²éU�"©��h�

Lc(u, p) =
T−1∑

t=0

Lp(xt, ut, t) + φp(xT , T ).
� ¸� ��

Ô É �"«�� φp(u, p)
�h¦�©

Lp

�h«º�è©��"é�¦��
©��h�°®j¯o�?�²¯ Ô �

lp(xt, ut, t) = L(xt, ut, t)

+
c

2

(

max(0, xt − x +
p(2t)

c
)2 + max(0, x − xt +

p(2t+1)

c
)2

)

−
1

2c

(
p(2t) + p(2t+1)

)

� ¸h� �
φp(xT , T ) = φ(xT , uT , T )

+
c

2

(

max(0, xT − x +
p(2T )

c
)2 + max(0, x − xT +

p(2T+1)

c
)2

)

−
1

2c

(
p(2T ) + p(2T+1)

)
,

� ¸�R��
È°É £����º§��
�Q¸�¯O®�â�ã�� Ô �Ò�h�?¥h¯o«�­�§ É �»®j¯o«���é��x�
© p

­²�����º§Ë�O¦�©U�h«º© ©�­?�ºµ
«���§¬��µ
¯o¦�§¬«º¯o�$��«�¯oÎ��?�
�
Ô ­²§ É ¯o£�§��¶§Ë�O§���µ
¯o¦��¶§¬«��h­?¦�§¬� Ô É ­²µ É µ
�h¦�ÎL�è�º¯o�²Ñh�
©�Î�³�Ú¨ÛoÜDÝ6Þxß9à
á
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È°É �vÌxµ"­?�/�OÎÓ� �Oµ
«�¯°Ú¨ÛoÜDÝ6Þxß9à
áLä¨å Ô �h�+©���Ño�
�²¯o�9�
©è§¬¯���¯h�²Ño�*�¶§Ë�O§���µ
¯o¦��¶§¬«��h­?¦�§¬�&µ"¯o¦�§¬«º¯o�o��«º¯oÎ��?�"���À£���­²¦�¥
â�ã
� Ô ���h�?¥o¯h«�­²§ É �����¤���9¯o­?¦�§��
©�¯o£�§�­?¦|§ É �]��«���Ñx­²¯o£����U�h«��h¥o«��h� É � È°É ���º§��
�t¸�¯h®A§ É ���O�?¥o¯o«º­²§ É �µ��O¦tÎ9���9�
«¶®j¯o«����
©ëÎ¨³�Ú¨ÛoÜDÝ6Þxß9à
áÀ� È°É � µ
¯h¦��º§�«¬�h­²¦¨§����O«��]§Ë�hÊO�
¦�­²¦¨§�¯��Oµ
µ
¯h£�¦�§1§ É «�¯o£�¥ É ��¯x©�­²éU�"©
Ño�"«��º­?¯o¦[¯h®�§ É �'µ"¯o�º§;®j£�¦�µ�§¬­?¯h¦��

Lp

�h¦�©
φp

���Ð¦�� Ô ��«º­?��­²§�­²Ño� Ô É ­²µ É ­?�;©��"Ñh¯h§¬�"©B§¬¯¤§ É �'µ"¯o����£�§Ë�O§�­?¯o¦
¯h®

θ(u)
­?�è�O�?��¯��O©�©��
©À� È°É ���h�?¥o¯h«�­²§ É � ­?�����²�
���
¦�§¬�"©|­?¦�Ìxµ"­?�/�OÎ�éU¥�Ù ©�³3¦�¯o��§�­?����µ[­²�è��«��"���
¦�§��
©t­²¦

��­²¥o£�«����o�

� � Z �èÃSZS^ � X�Ä�\ �

� ����«º�
���"¦�§ É �
«º� �h¦Ð�
µ"¯o¦�¯o��­?µ
�h����¯3©��
��Î9�
�²¯o¦�¥o­²¦�¥|§¬¯ë§ É ���¶§Ë�h«¶§¬��®H�h��­²�²³t��¯3©��
�²� � ×�­?«º�
© � �M�
µ
¯h£�¦�§¬«º³ É �h�#§¬¯Óé�¦�© �Ó¦�� Ô �9¯o�²­?µ"³ Ô É ­²µ É Ô ­?�?�x�?�
�h©B§¬¯��è«��"©�£�µ�§¬­?¯h¦[¯h®9­²§¬�*�"��­²���º­?¯o¦���¯h®9¥o«��"�
¦ É ¯o£��º�
�"ïL�
µ�§è¥��hã"�
� �j®j¯o«$�����h�����?�

CO2
�
��­?�º��­?¯h¦������O§¤�����9�
µ"­²éU�"© §¬­²��� É ¯o«º­?ã"¯o¦��¤Ìx­?¦�µ"��§ É �[�h�����?­²µ��O§�­?¯o¦

¯h®�� ¦�� Ô �9¯o�?­²µ"³�­?¦�©�£�µ
�"�[�
µ
¯h¦�¯o��­?µ��O��µ
¯h�º§¬�"íA§ É ��µ
¯h£�¦�§¬«º³ Ô �O¦¨§��[§¬¯ éU¦�© �h¦ �h©���­²����­²Î��?���9¯o�?­²µ"³
Ô É ­²µ É Ô ­?�²����­²¦�­?��­?ã"�è��¥h­²Ño�"¦�µ"¯o�º§�®j£�¦�µ"§�­?¯o¦À� È°É ��µ"¯o�º§�®j£�¦�µ�§¬­?¯h¦�­²�$§¬�hÊh�"¦|�h���h¦ �hµ�§¬£U�O�?­?ã"�
©���£��
¯h®;­?¦��¶§Ë�h¦�§¬�h¦��
¯h£���µ
¯o�¶§¬�

J(a) =

T−1∑

t=0

C(at, at−1, t)
1

(1 + ρ)t
.

� ¸h· �

�MÉ �"«���§ É �è¥o­�Ño�"¦�­²¦��º§¬�h¦�§Ë�h¦��"¯o£���µ
¯h�º§$­?�°� ����«��
�º���"©��h�

C(at, at−1, t) = αEtat
νλ(t)γ(at, at−1).

� �"«��
at

­?��§ É �$µ
¯h¦¨§�«�¯o�9�h¦�©��h©���­?�º��­²Î��?�°µ"¯o¦�§¬«�¯h�?�A�B£��º§vÊh�"�
��§ É ��µ"¯o¦�µ"�
¦�§¬«��O§¬­²¯o¦ ¯h®
CO2

�j§ É �¤�¶§Ë�O§��
Ño�"µ"§�¯o«�¦�¯h§¬�"© É �
«��

Mt

��Î9�
�²¯ Ô �[���9�
µ
­�éU�
©��?��Ño�"� �

Mt ≤ M.
� ¸h¼��

È°É ���º§¬�O§¬����Ño¯o�²£�§¬­²¯o¦�­?�°¥o­�Ño�
¦�Î�³
{

Mt|t=0
= M0

Mt = Mt−1 + ∆t
(

βEt−1(1 − at−1) − σ(Mt−1 − M−∞)
)

.

�n� � �

Ô É �"«�� Et

�O«���¥h­²Ño�"¦ÏÑO�h�?£��"�
� È°É ­²��©�³3¦U�h��­?µ"��­?��ÎU�h�º�
© ¯o¦Ï§ É ��®H�hµ�§�§ É �~§
CO2

�
��­?���º­?¯o¦����h«º�
�U�h«¶§¬­?�h�?��³��OÎ���¯o«ºÎL�"©�Î�³[¯3µ
�
�h¦��A�h¦�©����O«º§ É �h¦�©��U�O«º§¬­?�h�?��³��º§�¯o«��"©�­²¦]§ É �$�O§¬��¯o�º� É �
«º�h� È°É �$��«�¯oÎ��²�
�
­?���[©�­²��µ"«��"§��è§¬­?���è��«º¯oÎ��?�"��í3§ É ���¶§¬�
����­²ã
��­?�°¯h¦��è³o���O«��O¦�©�§ É �è§¬­²��� É ¯o«�­²ã
¯o¦�­?�

T = 12
�

� �h¦�³�Ñh�O«�­/�~§¬­?¯h¦��*¯o¦�§ É �Ó�OÎL¯�Ño�$��«º¯oÎ��?�"� µ��h¦ ÎL�$���9�
µ"­²éU�"©��hµ
µ"¯o«�©�­?¦�¥�§¬¯�©�­²ïL�
«��"¦�§��"µ
¯o¦�¯h��­²µ��h�
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ub=zeros(12,1),uh=ones(12,1) ;
xinf=0
xsup=500

Step 1

Step 2

Step 3

problem functions

fonction.sci

deff(’y=f(u,x,t)’,’y=1/2*x^2’)
deff(’f_cmd(u,x,t)’,’y=0’)

deff(’y=lp(u,x,t)’,’y=l(u,x,t) +.....);
deff(’y=fp_cmd(u,x,t)’,’y=l_cmd(u,x,t) +...

dynoptimsc.sci

Augmented Lagrangian functions

Step 4

Step 5

No
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